1. Utilizand Teorema Chineza a Resturilor, sa se rezolve sistemul de ecuatii:

x

x

x
Solutie:

Numerele 3, 4, 7 sunt coprime doua cate doua, deci se poate aplica
Teorema Chineza a Resturilor.

2 mod 3
3 mod 4
4 mod 7

(25p)

(I) Se calculeaza m = 3-4-7 =84, ¢, = =28, co = 7 =21
3 =" =12;
(IT) Se rezolva ecuatiile
e 28v =2 mod 3 x=2mod 3= 1 =2;
e 2lx =3 mod 4 < x =3 mod 4 = x9 = 3;

e 12 =4 mod 7« 5r =4 mod 7= x3=0>5;

(III) Solutia sistemului se obtine astfel:
xog = (121 + coxg + c3x3) mod m
— (2824 21-3+12-5) mod 84
= 179 mod 84
=11



2. Codificati sirul aababcabedabede folosind varianta clasica a algoritmului
Huffman. (25p)

Solutie:
Sursa de informatii atasata sirului este:

A‘abcde
|5 4 3 2 1

Aplicand algoritmul Huffman obtinem:

Astfel, codificarea finala va fi:

111110111001111001001111001001000



3. Definiti ordinul unui element intr-un grup finit i demonstrati urmatoarele
proprietati ale acestuia:

Fie G un grup finit si a € G.

(a) Daca a* = e atunci ordg(a) | k, pentru orice numar intreg k.

Justificati faptul ca ordg(a) | |G|;

(b) Pentru orice numar intreg k, are loc proprietatea

ordg(a)

ordg(a®) = lorda(a).B)’

Solutie:

ordg(a) =| < a>g | =min({n € N*|a" = e})

(a) Conform Teoremei Impértirii cu Rest, avem k = ¢ - ordg(a) + r,
unde 0 < r < ordg(a). Vom obtine

e = aq-ordG (a)+r

— (aordg(a))q ca”
= a"
Rezulta ca r = 0 (altfel, s-ar contrazice minimalitatea lui ordg(a)) si,
in final, ca ordg(a) | k.

Relatia ordg(a) | |G| rezulta din Teorema lui Lagrange (ordinul sub-
grupului indus de a divide ordinul grupului).

(b) Notam m = %. Trebuie sa demonstram ca m este cel mai

. v . m
mic numar natural nenul cu proprietatea (a*)" = e.
T oy ——da ) d _k__ .
- (d")" = (a¥)Eic@h = (qorde(9))Trie®®H = ¢ (am folosit faptul
ca a°riel@) = ¢);

- Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista 0 < n < m astfel
incat (a*)® = e. Obtinem a*™ = e, ceea ce implica, conform
punctului (a), ca ordg(a) | kn, sau, echivalent, m | mn (am

impartit cu (ordg(a), k)). Deoarece m si sunt coprime,

(O’I‘dg(a)J{})
rezultd ca m | n, ceea ce constituie o contradictie (deoarece am

considerat 0 < n < m). Astfel rezulta si minimalitatea lui m.



4. Determinati semantica programului S, sub interpretarea uzuala pe N:
(S) z:=0; while =(z =0)do (z:=2+y; v : =2 —1)

(25p)
Solutie:

Vom nota

Sl = z:=0
Sy = while =(z =0) do S
Sy = z=z4+y; v:=0v—1

Fie v o asignare (stare) arbitrara. Daca v = L atunci ¢z(S)(vy) = L.

Altfel
¢7(S)(v) = ¢2(S1;52)(7)
= ¢z(592)(9z(51)(7))
= ¢IES2 ¢z(z :=0)(7))
(

Vom evalua mai departe ¢z(S2)(7'), pentru o asignare (stare) arbitrara +':

o7(S2)(7) = ¢z(while —(x =0) do S3)(7)
{7 dack T(~(z = 0))(+)
¢z(while =(z = 0) do S3)(¢z(S3)(7)), daca Z(—(z = 0))(7')

= w(F)(7), unde

0,
1

/ 2 daca ~/(z) =0,
F(f)<’y> - {f(¢I(Z =4y, T =x — 1)(7/))7 daca fy/([)?) 7é 0

Cel mai mic punct fix al functiei F' va fi determinat folosind constructia
din Teorema de Punct Fix:

u(F) = sup({F'(L) i € N
fi

Mai exact, vom avea fo(7') = L si fix1(?') = F(f:)(7'), pentru orice
asignare (stare) 7.



Vom determina mai intai cateva elemente ale acestui lant. Pentru a
usura notatia, vom introduce un sir de asignari definit recursiv dupa
cum urmeaza:

Tmodif) = 7V

Trmodif(i+1) = Tmodif(i) 2] Vmodi ) (2) + Vmodi oy WNE/ Vnoaipiy () —

Vom nota 'Y;nodifu) Si Prin o0 f-

Se poate demonstra usor prin inductie ca au loc relatiile:

/y;nodif(i) () = '(z)—1,

P)/;nodz'f(i) (y) = ’}/(y%
)

Trmoaif)(2) = V' (2) +i-9'(y),

pentru V1 < i < 4/(z).

Vom obtine

H(Y) = E(fo)()
_ {7’, daca 7/(z) =0,
1, daca ~/(z) #0,
L0 = Flf)ly

/

7 ) =0,
fl(’ymodzf daca '/(ZL‘) 7é 0,

F
{ : daca /' (z
v, dacd +'(z) = 0,
= ﬁymodzf7 daca Fymodzf (IE) O’

4, altfel

/

’Ymodzf( daca f}/<x) = 17
4, altfel

’Ymodzf( 0)° daca ’7/(17> = Oa
1)

1)],Vi > 0.



() = F(f2)(v)

[ dacd v/(z) = 0,
N f2(7':nodif>7 daca 7,<$) 7é 07
(v, daca +/'(z) =0,
_ ’Y;nodz‘fv daca 7,04, f(m) =0,
(7;nodz’f)modif7 daca %/nodif(l') =1,
(L, altfel

( 7énodif(0)’ dacejx Vj(x) =0,
— ’Yr/nodz'fu)v dacii ’7/(1’) =1,

7modif(2)7 daca Y ('I) =2,
L L, altfel

Vom demonstra prin inductie ca, oricare ar fi ¢ > 0, are loc relatia

/ v / . . .
(~") — 3 Tmodif(5)’ daca /() =7,0<j <i—1,
fit) {L, altfel

- pasul de baza - simpla verificare;

- pasul inductiv - fie 4 > 0 arbitrar - presupunem ca f; are forma
propusa. Pentru a demonstra ca si f;11 are forma corespunzatoare
vom folosi relatia de recurenta:

fin() = F(f)()
7, daca v/(z) =0
N { fi(Vmoais), — daca +'(x) # 0,

v dacs ~/(z) =0,
= (7;nodif)modif(j)7 daca ’V;nodif(:z:) =5,0<5<i—1,
J—7 altfel
7 daci /(z) = 0,
=\ Tmoaifgrry dacd(z) =j+1,0<5<i—1,
J-7 altfel
_ J Vhoaipgy, dacay(x) =5, 0<j < (i+1) -1,
J—a altfel



Fie 7y(z) = n. Vom obtine:
¢z(S)(7) = 0z(52)(7"), unde v = 7[z/0]

p(E) ()

(sup({fili € N}))(v')

sup({fi(+)|i € N})

/
,ymodif(n) )

ceea ce va conduce in final la ¢7(S5)(y) = v[z/0][z/v(x) - v(y)], pentru
orice asignare (stare) =.



